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Resumen—Se examina la posibilidad de obtener el
area de un tridngulo equildtero como suma de las
areas de una familia numerable de circulos disjuntos
inscritos en él, en lugar de mediante la fé6rmula clasica
A = bh/2. Se analiza en primer lugar una cascada
autosemejante de tridngulos de esquina, que produce
una serie geométrica de razén 1/3 con suma cerrada
exacta. Se demuestra que dicha cascada no recubre el
triangulo: converge a 71/3/6 ~ 90,690 % del 4rea, con un
déficit exacto e irreducible del 9,310 %. Se determina
el requisito que tendria que cumplirse para recubrirlo
por completo y se muestra por qué la geometria de
los huecos lo impide. A continuacién se muestra que
el empaquetado apoloniano completo si satisface la
identidad buscada, por ser su conjunto residual de
medida de Lebesgue nula, si bien carece de forma ce-
rrada y converge con lentitud potencial. Finalmente se
observa que, a diferencia de la cascada, el empaquetado
apoloniano proporciona una determinaciéon no circular
de .

Palabras clave—Circulo inscrito, empaquetado apo-
loniano, teorema de Descartes, series geométricas, di-
mension de Hausdorff, geometria euclidiana.

I. INTRODUCCION

A FORMULA del 4rea de un tridngulo, A = bh /2, es

probablemente el resultado mas antiguo y mas estable
de la geometria plana. Su demostracién es elemental y no
admite mejora. Cabe, sin embargo, preguntarse si el mis-
mo nimero puede alcanzarse por una via completamente
distinta: como limite de una suma de &reas de circulos
alojados en el interior del triangulo.

La pregunta no es ociosa. Una descomposicién del
tridngulo en circulos disjuntos, si existiera con una ley
de formacion suficientemente regular, proporcionaria una
expresién del drea como serie numérica; y puesto que el
area de un circulo contiene el factor = mientras que la del
tridngulo no, tal identidad relacionaria 7 con cantidades
puramente algebraicas.

Este trabajo examina dos construcciones concretas. La
primera, que llamaremos cascada de triangulos de esquina,
es autosemejante y admite suma en forma cerrada; se de-
mostrara que su limite es estrictamente menor que el area.
La segunda es el empaquetado apoloniano clasico, que si
agota el area pero no admite forma cerrada conocida.

II. PRELIMINARES GEOMETRICOS

Sea T un tridangulo equilatero de lado L. Su altura es
h = L/3/2, de modo que

bh L2V3
A=S==r (1)

El radio R del circulo inscrito coincide con la distancia del
baricentro a cualquier lado, esto es R = h/3, luego

L LV3
=35 = (2)

La fraccion del tridngulo ocupada por su circulo inscrito
es entonces una constante universal, independiente de L:
def TR? ™3

K= ——=——=0,6045998. 3
=", 3)

Conviene subrayar este valor, porque se presta a confusion
con la densidad del empaquetado hexagonal de circulos en
el plano, 7/(2v/3) =~ 0,9069, que es un nimero distinto y
responde a otra pregunta. El circulo inscrito cubre, pues,
algo mas del 60 % del tridngulo y no el 90 %.

III. LA CASCADA DE TRIANGULOS DE ESQUINA
III-A.  Construccion

Inscrito el circulo Cy de radio R, tracese por cada uno de
sus tres puntos méas alejados de un lado la recta tangente
paralela a dicho lado. Cada una de estas tres rectas
secciona un tridngulo equildtero en el vértice opuesto. Un
célculo inmediato de alturas muestra que dicho tridngulo
tiene lado 5 I

Ly = (h—2R) 53 (4)
El cdlculo merece hacerse despacio, porque el 1/3 no es
evidente a ojo. El circulo inscrito tiene su centro a altura
R sobre la base y su punto mas alto a altura 2R. La recta
tangente horizontal pasa, pues, por 2R, y el triangulito que
queda por encima tiene altura h —2R. Como R = h/3, esa
altura vale h —2h/3 = h/3: justo un tercio de la altura del
tridngulo grande. Y al ser ambos equilateros, la razén de
alturas es también la razén de lados.

Por tanto, su circulo inscrito tiene radio R/3 y es
tangente a Cy y a los dos lados concurrentes en ese vértice.
Los tres tridngulos de esquina son disjuntos y descansan
integramente en el complemento de Cj. La construccion
puede por tanto reiterarse dentro de cada uno de ellos,
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Fig. 1. Primera iteracién. El circulo inscrito de radio R (azul) y las
tres rectas tangentes paralelas a los lados, que delimitan tres tridn-
gulos de esquina de lado L/3 (trazo discontinuo) con sus respectivos
circulos inscritos de radio R/3 (rojo). Cada circulo rojo es tangente
al circulo azul y a dos lados del tridngulo.

sin solapamiento alguno (Fig. 1). En la generacién n se
dispone asi de

R
N,, = 3" circulos de radio r, = 3 (5)

III-B. Planteamiento de la serie

El area total acumulada es una serie geométrica de razén
1/3:

S = ZS”W(%Y = WRQZ(g)n = R? Z(%)n

n>0 n>0 n>0
(6)

Conviene detenerse en el origen de la razén 1/3, que es
donde suele perderse el hilo: el nimero de circulos se
multiplica por 3 en cada generacién, mientras que el area
de cada uno se divide por 9, al ir el radio dividido por 3
y entrar elevado al cuadrado. El cociente 3/9 = 1/3 es,
pues, el producto de esos dos efectos contrapuestos, y el
hecho de que sea menor que la unidad es justamente lo
que garantiza la convergencia.

II-C.  Suma de la serie geométrica

Recordemos el argumento elemental, vilido para cual-
quier z real. Sea la suma parcial hasta el término N:
N
dat=l4z+a®+-+a (7)

n=0

def

Sy =
Multipliquese por z. El resultado es la misma suma des-
plazada un lugar:

eSSy =z + a2 -+ N (8)

Al restar (8) de (7) se cancelan todos los términos inter-
medios y s6lo sobreviven el primero de una y el altimo de

otra, que es el punto en el que reside toda la gracia del
argumento:
N+1

1—
SN(l—x):l—xN+1:>SN: x

(9)
Si|z| < 1, el término x tiende a cero cuando N — oo,y
la suma infinita vale 1/(1—z). Particularizando en nuestro
caso, x = 1/3:

1—2x
N+1

N

2(5) =at s =y

n=0

(10)

Obsérvese que el 3/2 no procede de ninguna magia: es
simplemente 1/(1 —1/3) = 1/(2/3). Sustituyendo (10) en

(6) queda

3
S = §7TR2.

III-D. El limite y su déficit

Llegados aqui conviene detenerse un momento, porque
(11) estd escrita en funcién de R mientras que el drea
(1) lo estd en funcién de L, y dividir una por otra sin
mas equivale a saltarse un paso. Elevemos al cuadrado la
relacién (2) entre ambas magnitudes:

W:GLYZE.
2V3 12
Sustituyendo (12) en (11), el drea total acumulada por la
cascada admite una forma cerrada notablemente simple,
va sin rastro de radicales:

3 L?

S = — . ¢ —_— =

2 T 127 8
Ahora ambos miembros hablan el mismo idioma y el
cociente con (1) puede escribirse término a término:

S wL%/8 4m /3

A I123/4 83 6
cuyo valor numérico es 0,9068997. El factor L? se cancela,
como no podia ser de otro modo: se trata de un cociente
de areas, adimensional, que no depende del tamano del
tridngulo sino tnicamente de su forma. Un tridngulo equi-
latero de un milimetro de lado y otro de un kilémetro
arrojan idéntico porcentaje. Obsérvese, por ultimo, que
7r\/§/6 = % -7r\/§/9 = %K7 con K la constante definida en
(3); es decir, la cascada completa recubre exactamente una
vez y media lo que recubre por si solo el circulo inscrito.

Que la serie converge no es, a estas alturas, un hecho
que haya que establecer de nuevo: quedé probado en (9) y
(10), donde el término 2V 1 se desvanece sin mas por ser
|z| < 1. La ecuacién (14) es ya el valor del limite. Lo tinico
que anade la expresion siguiente es esa misma convergencia
escrita generacion a generacion y normalizada al drea del
triangulo, que es la forma en que conviene leer la Tabla I:

(11)

(12)

ni?

(13)

(14)

A
Pero su limite no es el area del triangulo. El déficit es
exacto:

Sn _ V3 —(n+1)
=5 (1-3 ). (15)

3
1- ”T ~ 0,0931003 = 9,310 %. (16)
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n=1 4c. 80.61%

n=0 1lc.

60.46%

n=2 13c. 87.33% n=5 364c. 90.57%

Fig. 2. Generaciones n = 0, 1, 2 y 5 de la cascada. El nimero de
circulos crece como 3™, pero el area recubierta se estanca: el blanco
visible en el cuarto panel no desaparece al iterar, sino que tiende al
9,310 % del total.

TABLA I
CONVERGENCIA DE LA CASCADA DE TRIANGULOS DE ESQUINA

n  circulos Sn/A déficit
0 1 0,604600 39,540 %
1 4 0,806133 19,387 %
2 13 0,873311 12,669 %
3 40  0,895703 10,430 %
5 364  0,905656 9,434 %
8 9841 0,906854 9,315 %

[e%e) oco  0,906900 9,310 %

TABLA II

NOTACION EMPLEADA

simbolo  significado

lado del tridngulo equildtero

rea del tridngulo: A = bh/2 = L?+/3/4

radio del circulo inscrito: R = L/(2v/3)
fraccién que ocupa el circulo inscrito:

K =7R?/A =73/9

area total sumada por todos los circulos de la
cascada

la misma suma, truncada en la generaciéon n
dimensién de Hausdorff del residuo apoloniano

A n Xkt

Antes de proseguir conviene fijar la notacién, pues a
partir de aqui las mismas letras reaparecen con insistencia
y conviene tenerlas a mano (Tabla II).

Merece leerse la tltima columna de la Tabla I con
atencion, porque describe un patrén muy regular. La
distancia que separa S, /A de su limite vale, segiin (15),
(mv/3/6) - 3=("+1) de modo que cada generacién divide
entre tres lo que faltaba. El déficit aparente pasa del
39,54 % al 19,39 %, y de ahi al 12,67 %, pero no tiende
a cero: converge al 9,310 %, y lo que se divide entre tres
en cada paso es Unicamente el exceso sobre esa cifra. Es

la diferencia entre acercarse a cero y acercarse a una cota.

V.
IV-A. El requisito aritmético

., QUE HARfA FALTA PARA LLENAR EL TRIANGULO?

La Tabla I muestra que la cascada se detiene en el
90,690 %, y la Fig. 1 deja ya adivinar por dénde se escapa
el resto: alrededor del circulo de la generacién 0 quedan
seis regiones —dos por cada circulo pequeno, limitadas
por un lado del tridngulo y dos arcos— en las que ningin
tridngulo de la cascada entrard jamés. Antes de medirlas
conviene plantear la pregunta al revés: ;qué haria falta
para que la cascada si llenase el tridngulo?

Merece plantearla contando los circulos uno a uno.
Supéngase que cada uno se llevara la fraccion K de su
hueco, la misma que el circulo inscrito se lleva de su
tridngulo. La generaciéon 0 coloca un solo circulo, que
aporta K y deja libre 1 — K, repartido en tres piquitos de
(1 - K)/3 cada uno. La generacién 1 inscribirfa un circulo
en cada piquito, llevandose K (1 — K)/3 de cada uno, de
modo que los tres juntos aportarian
K(1-K)

3
.Y cuanto quedarfa libre entonces? Basta restar lo apor-
tado a lo que habia, y el resultado se factoriza solo:

1-K)-K1l-K)=(1-K)(1-K)=(1-K)> (18)

3 = K(1 - K). (17)

Aqui esté el mecanismo que fabrica las potencias, y no hay
més misterio: quitar la fraccion K de una cantidad equi-
vale a multiplicarla por 1 — K. Cada generacién repetiria
esa operacién sobre lo que encontrase libre, de modo que
el drea libre tras la generacién n serfa (1 — K)"+L.

Ese (1 — K)? estarfa esparcido en nueve huecos de (1 —
K)?/9 cada uno. En general, la generacién n dispondria de
3™ regiones de drea (1 — K)™/3™ cada una, y su aportacién
total seria
K(1-K)"

3TL
El recuento desaparece porque el nimero de circulos, 3",
se cancela contra el 3" del denominador: los huecos se
multiplican por tres en la misma proporcién en que se
empequenecen. Sumando:

Z 3"K(1 - K)" :ZK(l_K)”:KZ(l—K)”.

37L
n>0 n>0 n>0
(20)

El factor K que precede al sumatorio es el factor comin
de todos los términos, sacado fuera: cada generacién apor-
taria K por el area libre al empezarla, y son esas areas
—1, (1-K), (1-K)?, ...— las que forman la progresién
geométrica, de razén 1 — K. Aplicando (9) conz =1—-K,
y puesto que 1 — (1 — K) = K:

3. = K(1 - K)". (19)

1 1
N T T
n>0
de donde la suma total valdria
1
K-—=1, (22)
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(a) Lo que haria falta
9 circulos
1,05% c/u

1 circulo 3 circulos
K=60,46% 7,97 % c/u
| |

I o 1 1

la barra llega a 100 % 27,81, 243, ...
(b) Lo que de verdad cabe
9 circulos
0,75% c/u
1 circulo 3 circulos
K=60,46% 6,72 % c/u
| |

| lll7Z

se detiene en 90,69 % nunca se llena: 9,31 %

Fig. 3. Las dos contabilidades, con el area del tridngulo como barra
completa. Cada bloque es una generacién, subdividida en tantas
casillas como circulos coloca. (a) El requisito: si cada circulo se llevase
la fraccién K de su hueco, la barra se llenaria por entero. (b) Lo que
realmente cabe: los circulos de la generacién 1 miden 6,72 % y no
7,97 %, los de la 2 miden 0,75 % y no 1,05 %, y la barra se detiene
para siempre en el 90,69 %.

esto es, el area entera del tridngulo. Queda asi establecido
el requisito: la cascada llenarfa el tridngulo si y sélo si cada
circulo se llevase la fraccién K de su hueco.

jPero es que no se la lleva, ya desde la generacion 1!

IV-B. Lo que de verdad cabe en cada hueco

El requisito recién establecido no habla de circulos en
absoluto: no depende de K, porque el K del numerador
se cancela contra el 1/K del sumatorio. Consumir siempre
una proporcion fija de lo que resta termina consumiéndolo
todo, sea del 60 % o del 5 %. Toda la carga recae, por
tanto, sobre una tunica pregunta, y esa si es geométrica:
jcudnto se lleva realmente cada circulo de su hueco?

La respuesta es que no se lleva K, y la razon es de forma.
Un piquito no es un tridngulo: es la regién curvilinea T\ Cy
—Ia diferencia de conjuntos, los puntos del tridangulo que
no pertenecen al circulo inscrito— dividida en tres trozos
limitados cada uno por dos segmentos y un arco céncavo.
La constante K = mR?/A est4 definida tinicamente para
tridngulos equildteros, y no hay motivo alguno para que
se herede en una regién de otra forma.

La Fig. 3 enfrenta ambas contabilidades sobre una
misma barra, que representa el area del tridngulo. Arriba,
la que haria falta: cada generacién aporta bloques cada
vez mas finos, pero siempre en la proporcién justa para
que la barra acabe llendndose. Abajo, la que de verdad
cabe: las mismas 1, 3, 9, 27... casillas, pero todas algo
maés estrechas, y una franja que nunca llega a cubrirse.

La Fig. 4 pone nimeros al asunto, y conviene seguirla
panel a panel. Con el drea del tridngulo normalizada a
la unidad, cada piquito mide (1 — K)/3 = 13,18 %. El
mayor circulo que cabe dentro de él es el de radio R/3,

(a) Tres piquitos (c) Tras la generacién 1

/@

libre 1 =K =239,54 %
(13,18 % cada piquito)

libre real 19,39 %
(predicho (1 — K)?=15,63 %)

(b) Dentro de un piquito

circulo de radio R/3:
el mayor que cabe aqui

triangulo de lado L/3
11,11%

las dos linulas que sobran: 2,07 %
6,72/13,18=50,97%, no K=60,46%

Fig. 4. Anatomia de la primera iteracién, con el area del tridngulo
normalizada a la unidad. (a) El circulo inscrito se lleva K = 60,46 %
y deja tres piquitos de 13,18 % cada uno. (b) Dentro de un piquito
s6lo cabe un circulo de radio R/3, que cubre el 50,97 % de él y
no el 60,46 %: el tridngulo de lado L/3 no agota el piquito, y las
dos ltnulas curvas que sobran quedan fuera del alcance de toda
generacion futura. (c) El 4rea libre tras la generacién 1 es del 19,39 %,
superior al 15,63 % que exigiria el requisito.

que ocupa K/9 = 6,72 %. La fraccién realmente cubierta
es, por tanto, 6,72/13,18 = 50,97 %, y no el 60,46 % que
el requisito exige.

Merece subrayarse que ese circulo no es una eleccion
mediocre que pudiera mejorarse: es literalmente el mayor
que el piquito admite. Ni siquiera el éptimo llega a K. La
forma del piquito —dos lados rectos y un arco concavo que
le come el centro— impone un techo por debajo, y ahi se
acaba la discusién.

La consecuencia se lee en el panel (c): tras la genera-
cién 1 el 4rea libre es del 19,39 %, y no el (1 — K)? =
15,63 % que harfa falta. Sobra hueco, y ese exceso reapa-
rece en cada generacién hasta acumular el 9,310 % final.

La contabilidad del primer paso lo cierra. El circulo
inscrito y los tres tridngulos de esquina son disjuntos y
ocupan

172

K+ 3(5) — 0,60460 + 0,33333 = 0,03793,  (23)
de modo que un 6,207 % del tridngulo queda ya fuera de
todo tridngulo de la cascada desde la primera iteracién.
Ese niimero no es nuevo: son las dos ldnulas del panel (b),
que suman 2,07 % por piquito, multiplicadas por los tres
piquitos. Y son también, exactamente, las seis regiones
adyacentes al circulo de la generaciéon 0 con las que se
abria esta seccién. La suma de las fracciones perdidas en
todas las generaciones es precisamente el 9,310 % de (16).

Una variante que tampoco funciona consiste en subdi-
vidir cada tridngulo en cuatro de lado L/2 (tres derechos
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y uno invertido) e inscribir circulos en los cuatro. Como
la subdivisién si tesela el tridngulo, en la generacion n los
4™ circulos cubren exactamente la fraccion K —siempre la
misma, sin acumulacién—, y los circulos de generaciones
distintas se solapan entre si, por lo que sus areas no
son sumables. La construcciéon no converge a nada: oscila
indefinidamente en el 60,46 %.

V. EL EMPAQUETADO APOLONIANO

V-A. Clirculos mdzimos y teorema de Descartes

La cascada anterior es un empaquetado legitimo, pero
no maximal: en cada hueco coloca el circulo inscrito en
un tridngulo auxiliar, no el mayor circulo que el hueco
admite. Considérese el hueco limitado por un lado del
tridngulo y los circulos Cy (radio R) y Cy (radio R/3). Sus
tres fronteras son mutuamente tangentes, de modo que es
aplicable el teorema de los circulos de Descartes,

ka =yt ke ks 2V ke + hoks +kaki,  (24)
con curvaturas k = 1/r y k = 0 para una recta. Con
k= (0,1/R,3/R) resulta ks = (4 + 2v/3)/R, es decir

L __ R
VD WE

frente al R/9 ~ 0,111111 R que la cascada coloca en ese
mismo hueco. La diferencia, repetida en infinitos huecos,
explica por s sola el déficit del 9,310 %.

Conviene advertir por qué el teorema no servia en el
paso anterior. Exige que las tres fronteras del hueco sean
mutuamente tangentes, y en el hueco de esquina dos de
ellas son lados del tridngulo que se cortan en un vértice,
no que se tocan. Aqui, en cambio, el lado es tangente a
los dos circulos y los dos circulos son tangentes entre si,
de modo que la condiciéon se cumple.

~ 0,133975 R, (25)

V-B. El residuo tiene medida nula

Iterando la insercién del circulo maximo en cada hueco
se obtiene el empaquetado apoloniano del tridngulo. Su
conjunto residual —los puntos jamés cubiertos— es una
junta apoloniana, cuya dimensién de Hausdorff vale [1]

d =~ 1,3056867 < 2, (26)
de modo que su medida de Lebesgue bidimensional es
nula. Se concluye entonces, ahora si con rigor, la identidad
buscada:

bh
Z i =A= 5 exactamente. (27)

La via alternativa al area existe, pues, pero al precio de
renunciar a la forma cerrada: los radios r; se generan
recursivamente mediante (24) y no se conoce expresion
compacta para su suma.

Cascada de tridangulos — 90,685 % del area

Fig. 5. Comparaciéon de ambos empaquetados con idéntico criterio
de corte. Arriba: la cascada de tridngulos, con su residuo blanco
persistente. Abajo: el empaquetado apoloniano, cuyo residuo es una
junta de medida nula.

V-C. Velocidad de convergencia

El ntmero de circulos de radio mayor que r escala como
r~% vy el area residual como 2~ ¢. Eliminando r se obtiene
la ley potencial

1— SN ~ N—(2=d)/d _ pj—0,5318 (28)

A

El ajuste sobre los 56 941 circulos calculados arroja un ex-
ponente empirico de —0,5299, en acuerdo con (28) dentro
del 0,4 % (Fig. 6). La convergencia es, por tanto, desespe-
radamente lenta: alcanzar tres cifras decimales correctas
exige del orden de 10% circulos, y diez cifras quedan fuera
de todo alcance computacional.

Conviene detenerse en lo que significa ese exponente,
porque es el que gobierna todo el comportamiento. La
dimension de Hausdorff de la junta apoloniana vale aproxi-
madamente 1,3057: esté estrictamente entre 1y 2, lo que la
sitia a medio camino entre una curva y una superficie. Un
conjunto de dimensién 1 —una recta, una circunferencia—
tiene area nula por razones evidentes. La junta también la
tiene, pero por muy poco: cuanto més se aproxima d a
2, mas lentamente se anula el residuo, y 1,3057 estd lo
bastante cerca de 2 como para que esa anulacién resulte
desesperante.

Traducido a niimeros: para dividir el residuo entre diez
hace falta multiplicar el nimero de circulos por 101/9:53 ~
78. Cada cifra decimal de més cuesta, por tanto, unas
ochenta veces mas cédlculo que la anterior, y ese factor se
acumula.
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numero de circulos N

Fig. 6. Area residual frente al ntmero de circulos, en escala doble-
mente logaritmica. La cascada se estanca en el 9,310 % (linea discon-
tinua); el empaquetado apoloniano decae segin una ley potencial de
exponente —0,530.

TABLA III
COMPARACION DE AMBAS CONSTRUCCIONES

N cascada apoloniano

1 60,460 % 60,460 %

11 85,838 % 87,871 %
101 90,132 % 96,310 %
1001 90,638 % 98,916 %
10001 90,677 % 99,682 %
56 941 — 99,873 %
oo 90,690 % 100,000 %

VI. EXTRACCION DEL NUMERO 7

La identidad (14) contiene 7 en ambos miembros: S se
ha definido sumando areas de circulos, y despejar 7 de
ella devuelve 7 = 7. Es una identidad vacia, sin contenido
aritmético.

El caso apoloniano es distinto, y merece senalarse. Los
radios r; de (27) se determinan por (24) a partir de
L mediante operaciones racionales y raices cuadradas:
en su construccién no interviene 7 en ningin momento.
Despejando en (27):

A L?V3

i A,
Se trata de una determinacién genuina de m como limite
de cocientes algebraicos, no de una tautologia. Su interés
es, no obstante, exclusivamente conceptual: con los 56 941
circulos calculados, (29) rinde 7 & 3,1456, con un error del
0,13 %. La ley (28) implica que el nimero de circulos ne-
cesarios crece como 10188™ para m cifras correctas, lo que
sitiia una decena de digitos més alla de cualquier cémputo
concebible. Cualquier serie clasica —Machin, Chudnovsky,
BBP [5]— la supera por margenes astronémicos.

™ (29)

VII.

1. La cascada autosemejante de tridngulos de esquina
define una serie geométrica de razén 1/3 cuya suma

CONCLUSIONES

cerrada es 7r\/§/6 ~ 90,690 % del 4area del tridngulo.
No recubre la figura; el déficit, 1—7r\/§/6 ~ 9,310 %,
es exacto e irreducible.

2. Llenar el tridngulo exigiria que cada circulo se llevase
la fraccion K = 7v/3/9 de su hueco. No lo hace:
un piquito no es un tridngulo, y el mayor circulo
que admite cubre sélo el 50,97 % de él. Ya en la
primera iteracién un 6,207 % del drea escapa a toda
generacion futura.

3. El empaquetado apoloniano si verifica > mr? =
bh/2, por tener su residuo dimensién de Hausdorff
~ 1,3057 y, en consecuencia, medida nula. Carece de
forma cerrada y converge como N %3,

4. Unicamente el empaquetado apoloniano proporcio-
na una determinacién no circular de 7, si bien de
utilidad practica nula.

La conclusién general es que la férmula bh/2 no admite
sustituto competitivo por esta via. Lo que el ejercicio si
ofrece es una ilustracién nitida de un fenémeno recurrente
en analisis: una serie puede converger con toda limpieza y,
aun asi, converger al nimero equivocado.
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