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Resumen—LEsta nota muestra cémo se llega, por razo-
namiento inductivo y a partir de relaciones geométricas
entre bases de R?, a construir con regla y compés la
inversa de una matriz 2 X 2, sin una sola operacién
numérica. Se parte de una matriz U cuyas columnas
forman una base y se dibujan, superpuestas, tres bases:
la de U, la de U~! y la de su traspuesta. El dibujo deja
ver una regularidad: los vectores de la traspuesta de la
inversa son perpendiculares, cada uno, al vector ajeno
de la base dada. De ahi sale el método. Se planta una
base nueva con esas perpendicularidades; se hallan sus
modulos, que resultan ser los inversos de las alturas del
paralelogramo de la base y se obtienen por inversion
respecto de la circunferencia unidad; se anotan sus
componentes y se traspone. El resultado es U '. La base
nueva resulta ser el sistema reciproco que J. Willard
Gibbs introdujo a finales del siglo XIX.

Palabras clave—Base reciproca, Gibbs, matriz inver-
sa, razonamiento inductivo, construcciones con regla y
compas, inversién respecto de una circunferencia.

I. INTRODUCCION

OSIAH Willard Gibbs (1839-1903), profesor en Yale,

es conocido sobre todo por sus trabajos de termodi-
namica y mecédnica estadistica. Menos conocido es que
fue también uno de los creadores del andlisis vectorial
moderno. Entre 1881 y 1884 distribuyé entre sus alumnos
unas notas impresas por su cuenta, Flements of Vector
Analysis [1], que su discipulo E. B. Wilson convirti6 en
1901 en el libro que fijé la notacién que todavia usamos [2].
En esas paginas aparece el sistema reciproco de vectores: a
cada terna de vectores le corresponde otra terna, reciproca,
con propiedades de perpendicularidad y de longitud muy
precisas. La idea pasé después a la cristalografia, donde
se conoce como red reciproca [3], y al dlgebra lineal, como
base dual.

Esta nota tiene un origen personal. Hacia 2008-2009,
durante sus estudios de Ingenieria Técnica Industrial, el
autor se planted si era posible obtener la inversa de una
matriz sin hacer ninguna cuenta, sélo con dibujos, y
desarrollé la idea con la matemdtica Sol Séez. Llegd, sin
saberlo, a la base reciproca de Gibbs. No es un caso raro.
El ejemplo mas célebre es el de Srinivasa Ramanujan, que,
formado casi en solitario con un compendio de féormulas,
redescubrié por su cuenta resultados que la matemaética
europea conocia desde hacia décadas antes de producir
los suyos propios [4]. Redescubrir no es descubrir, pero

dice algo del camino: cuando una idea es natural, se deja
encontrar mas de una vez.

Esta nota no pretende copiar a Gibbs, sino recorrer
ese camino. Primero se observa: se dibujan una base, la
de su inversa y la de la traspuesta de su inversa, y se
buscan regularidades (Seccién IIT). Después se conjetura
un método (Seccién IV), se justifica (Seccién V) y se aplica
con regla y compds, micropaso a micropaso (Seccién VI).
Sélo al final se hacen las cuentas, para comprobar que el
dibujo acierta.

II. EL PUNTO DE PARTIDA
La matriz de trabajo es

01 —12
U= <O,8 0,4 ) ’ (1)
Como toda matriz, U escribe sus vectores en vertical: sus
dos columnas son

0,1 —1,2
ul:(O,S)’ 1122(0’4)7 U:[ul 112]- (2)

No estan alineados: forman un angulo de 78,69°. Son, por
tanto, linealmente independientes y constituyen una base
de R?: la base dada (Fig. 1). En todas las figuras el vector
de subindice 1 se dibuja en azul y el de subindice 2 en rojo;
los vectores dados, con trazo continuo, y los construidos,
con trazo discontinuo.

La matriz se ha elegido con cuatro criterios. Sus com-
ponentes son decimales de una cifra. Sus vectores son
de tamafio parecido y moderado, de modo que todas las
bases que aparecen se dibujan a la misma escala sin que
ninguna quede diminuta. El dngulo entre ellos esta lejos
de 90°, para que ninguna perpendicularidad aparezca por
casualidad. Y su determinante vale exactamente la unidad,
0,1-0,4—-(-1,2)-0,8=0,04 + 0,96 = 1.

Conviene aclarar este ultimo punto desde el principio,
para que no induzca a error: el método no usa el deter-
minante y funciona igual para cualquier matriz invertible.
El valor unidad se ha elegido sélo por comodidad, porque
con €l la inversa se escribe sin divisiones y sus componentes
son las mismas cifras de U, reordenadas. Para que quede
constancia de que el método no depende de ello, el primero
de los ejemplos de la Fig. 6 tiene determinante 2, el Apén-
dice aplica la construccién a una base de determinante 4,
y en notas posteriores se repetird con otras matrices de
determinante distinto de la unidad.
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Fig. 1. La base dada: las columnas u; y uz de la matriz U, el
paralelogramo que determinan y el dngulo de 78,69° que forman.

III. OBSERVAR: TRES BASES SOBRE LA MESA

III-A.  Tres matrices, tres bases

Para buscar regularidades hace falta conocer de ante-
mano la respuesta, asi que en esta seccién, y sélo en ella,
se toma la inversa de U ya calculada por el procedimiento
habitual. Se ponen sobre la mesa tres matrices. Cada una
tiene dos columnas no alineadas, y por tanto cada una es,
leida por columnas, una base de R2. Las tres se dibujan
por separado en las Figs. 2—4, todas a la misma escala, con
sus paralelogramos y el angulo que forman sus vectores.

La base dada, U. Es la matriz de partida (1), con
vectores u; = (0,1; 0,8) y us = (—1,2; 0,4), que forman
78,69°. Se dibuja con trazo continuo y paralelogramo verde
(Fig. 2).

78,69 °

—0,5

Fig. 2. La base dada, U = [ul U2].

La base de la inversa, U~'. La inversa de U es

_ 04 12
— (078 0,1> —[v1 v, (3)

con vectores vi = (0,4; —=0,8) vy vo = (1,2; 0,1), que
forman 68,20°. Se dibuja con trazo discontinuo y para-
lelogramo rayado (Fig. 3). Que es la inversa se comprueba
multiplicando, siempre fila de la primera matriz por co-
lumna de la sequnda (primero por primero, segundo por
segundo, y se suman):

Uy — ( 0,04 + 0,96

0,48+ 0,48\
—0,08 4 0,08 > =L 4

0,96 + 0,04

y del mismo modo UU ! = 1I.

05 _ (12
V2= ((J.l)

0 e T IO\
68,20 °
—0,5
(04 12 %
vt=(Ss o) i=(58)

Fig. 3. La base de la inversa, U-t= [vl Vo ] .

La base de la traspuesta de la inversa, (U~1)T. Trasponer
una matriz es convertir sus filas en columnas. Traspuesta,
la inversa queda

whHT = (?;1 0?i8) = [t1 ta], (5)

con vectores t; = (0,4; 1,2) y to = (—0,8; 0,1), que forman
101,31°. Se dibuja con trazo punteado y paralelogramo
purpura (Fig. 4). Contiene los mismos cuatro nimeros que
U~1, pero agrupados en vectores de otra manera, y por eso
su dibujo no se parece en nada al de la Fig. 3.

0,5
101,31°

o

Fig. 4. La base de la traspuesta de la inversa, (U~1)T = [tl to } .

Vistas por separado, las tres bases no dicen gran cosa.
Lo interesante aparece al superponerlas.
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Fig. 5. Las tres bases superpuestas: U (verde, trazo continuo), U1
marcas de dngulo recto sefialan que t1 L us y to L uj.

III-B.  El dibujo

La Fig. 5 superpone las tres bases, a la misma escala
que las Figs. 2—4. La base dada, con su paralelogramo en
verde; la inversa, rayada; y la traspuesta de la inversa, con
su paralelogramo en purpura.

HI-C. Lo que se observa

La base de U~! no guarda con la base dada ninguna
relaciéon a la vista: vi y vy apuntan a sitios sin nada
especial respecto de u; y us. En cambio, la base purpura
si:

= t; es perpendicular a us, el vector ajeno de la base
dada;

= t5 es perpendicular a uy, el otro vector ajeno;

s los dngulos casan: la base dada forma 78,69° y la
purpura, 101,31°, que son suplementarios; y cada t se
separa de su compafiero u exactamente 90°—78,69°
11,31°.

(rayado, trazo discontinuo) y (U~1)T (pirpura, trazo punteado). Las

Un solo caso no basta para una conjetura. La Fig. 6
repite la observaciéon en dos bases tan sencillas que su
inversa se calcula de cabeza.

Ejemplo (a). La base a; = (2;0), az = (0; 1), de
determinante 2, forma la matriz A = (39), cuya inversa
es (065 ‘1]) Su traspuesta es ella misma, y sus columnas son
t; = (0,5; 0) y t2 = (0; 1). De nuevo, t; L as y to L a;.
Y se ve algo més sobre los médulos: a; se ha estirado al
doble y t; se ha encogido a la mitad.

Ejemplo (b). La base by = (1;0), by = (1; 1) forma
B = (}1), cuya inversa es (§ 7'). Traspuesta, (1 ),
con columnas t; = (1; —1) y t2 = (0; 1). Otra vez t1 L by
y to L by, aunque by no se haya estirado ni girado respecto
de la base candnica: basta con que cambie el otro vector

para que cambie el companero.
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0,5
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Fig. 6. La misma observacién en dos bases elementales: la base dada (trazo continuo) y las columnas t1, t2 de la traspuesta de su inversa
(trazo discontinuo). (a) Al estirar a; al doble, t1 se encoge a la mitad; t2 coincide con as (desplazado ligeramente para que se vea). (b) Cada

t es perpendicular al vector dado del otro subindice.

IV. CONJETURAR: EL METODO

Lo observado sugiere un método para obtener la inversa
sin calcularla:

1. Se toma la base dada, u; y us.

2. Se planta una base nueva, t; y to, con el primer
vector perpendicular al seqgundo vector de la base
dada y el segundo vector perpendicular al primero.
Con eso se conocen sus direcciones, pero no sus
modulos.

3. Se hallan los médulos con regla y compds (Seccio-
nes V y VI) y se dibujan los vectores de la base
nueva.

4. Se anotan sus componentes, en columna, como la
matriz T = [tl tg}.

5. Se traspone T. El resultado es U~!.

El paso 5 parece un truco, y no lo es. La seccién siguiente
explica por qué funciona y, de paso, qué moédulos hay que
dar a la base nueva.

V. JUSTIFICAR: POR QUE FUNCIONA

V-A. Las ecuaciones de la inversa

Supéngase que no se conoce U~!. Como toda matriz,
escribe sus vectores en columna; lldmense x1, y1 las coor-
denadas de su primer vector y x2, yo las del segundo:

=) w=(1) e=(2)- ©

La condicién U~'U = I, fila de U~! por columna de U,
es

1 _[T1 T2 0,1 —1,2

vU=s (yl y2> (0,8 0.4
o <.’E1 . 0,1 + Zg - 0,8 Iy - (—1,2) + 9 - 0,4)
C\p 0149208 yi-(—12)+y2-04)

(7)

y, como el resultado ha de ser la identidad, cada casilla da
una ecuaciéon (Fig. 7):

casilla (1,1): z1-0,14+22-08=1,
casilla (1,2): 1 -(—1,2) + 22 -0,4 =0, ®)
casilla (2,1): y1-0,1+y2-0,8=0,
casilla (2,2): 41 -(—1,2) +y2-0,4 =1.

V-B. Leer las ecuaciones

Obsérvese qué incognitas aparecen en cada ecuacion.
Las dos primeras s6lo contienen x; y xo: las primeras
coordenadas de los dos vectores buscados. Las dos tultimas
s6lo contienen y; e ys: las seqgundas. La fila (z1 z2) de U1t
se multiplica por la columna u; y da 1, y por la columna
us y da 0; la fila (y; y2) da 0 con u; y 1 con us.

Si esos dos pares de nimeros se dibujan como flechas,

ne(n) em() o

cada ecuacion tiene un significado geométrico preciso.

Las ecuaciones que valen 0 dan la direccion. Una cuenta
como 1 - (—1,2)+ 20,4 = 0 dice que la flecha (z1; z2) es
perpendicular a la flecha (—1,2; 0,4). Por tanto, t; L us vy,
por la casilla (2,1), t2 L uy. Es exactamente lo observado
en la Fig. 5, y es el paso 2 del método.

Las ecuaciones que valen 1 dan el mddulo. Llamese nq
a la recta por el origen perpendicular a us, sobre la que
estd t1. La cuenta zy - 0,1 + x5 - 0,8 vale el modulo de
t; multiplicado por la longitud de la sombra de u; sobre
ni. Como n; es perpendicular a uy, esa sombra mide la
distancia h; desde el extremo de u; hasta la recta de us:
una altura del paralelogramo de la base dada. La casilla
(1,1) exige entonces

1
[ti]-h1 =1 = |t1\=*h, (10)
1
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fila 1 de U™! x columna 1 de U (u;) — casilla (1,1)

U-! U I
""" 01 |-12 1| o
0,8

0,4 0

iEl'O,l + 112'0,8 =1

fila 2 de U™! x columna 1 de U (u;) — casilla (2,1)

U1 U
0,1
0,8

—-1,2 1 0

0,4 0 1

y1-0,1 + 4-0,8 =0

fila 1 de U™! x columna 2 de U (uy) — casilla (1,2)

U1 U I
_____ 12 1 0
0,4 0 1

0,8

I (—1,2) + 1'2'0,4 =0

fila 2 de U™! x columna 2 de U (uy) — casilla (2,2)

U1t U I
—-1,2 1 0

0,4 0 1

0,8

y1-(—1,2) + 42-04 =1

Fig. 7. Las cuatro casillas del producto U ~1U. En cada panel se sombrea la fila de U~! que interviene (borde discontinuo), la columna de
U que interviene (azul uj, rojo ug, borde continuo) y, en naranja, la casilla del resultado. Debajo, la cuenta y el valor que debe dar para

que el resultado sea la identidad.

y, del mismo modo, la casilla (2,2) da |to| = 1/hz, con hg
la distancia del extremo de us a la recta de u;. Ademads,
para que la cuenta dé +1 y no —1, t; ha de apuntar hacia
el lado de la recta de us en que estd uy, y to hacia el lado
de la recta de uy en que estd us. Estos son los médulos que
faltaban en el paso 3, y explican lo visto en el ejemplo (a):
si un vector se estira, la altura crece y su companero se
encoge.

El trasponer no es un truco. Por (9), la primera flecha de
la base nueva, t1, lleva las primeras coordenadas x1, xo de
los dos vectores buscados, y la segunda, ts, las segundas,
Y1, Y2. Anotadas en columna forman

1 Y
T=1[t; t2] = ,
[1 2} <$2 yz)
y basta comparar con (6): T es U~! con las filas y

las columnas intercambiadas. Trasponerla devuelve cada
nimero a su sitio,

TT: Ty T2 :U—l
Y1 Y2 ’

que es el paso 5 del método.

(11)

(12)

V-C. Resumen

Todo el trabajo geométrico se reduce a dos tareas:
trazar perpendiculares y construir el inverso 1/h de una
longitud. Para la segunda se usa la inversion respecto de la
circunferencia unidad, que lleva un punto a distancia h del
centro a otro a distancia 1/h sobre la misma semirrecta.
Se hace de una manera si el punto estd dentro de la
circunferencia (b < 1) y de otra si estd fuera (h > 1).
En este ejemplo hy < 1y hy > 1, asi que aparecen las dos.

VI. APLICAR: LA CONSTRUCCION, PASO A PASO

A partir de aqui se olvida la inversa calculada: sélo
se conoce U. La construcciéon completa se recoge en las
Figs. 8-10. En cada panel se dibuja en naranja el elemento
trazado en ese paso, en gris discontinuo los auxiliares de
pasos anteriores y en verde los arcos del compas.

VI-A. Preparacién (pasos 1-3)

Paso 1. Ejes y circunferencia unidad. Se trazan los ejes
con la regla y, con el compés abierto a la unidad y centro
en el origen O, la circunferencia de radio 1. Es la tnica
medida que se toma de fuera: la unidad de longitud.

Paso 2. Primer vector. Se lleva el punto (0,1; 0,8) y se
une con el origen. Es u;.

Paso 3. Sequndo vector. Del mismo modo se dibuja ug =
(—=1,2; 0,4).

VI-B. El vector t1 (pasos 4-9)

Paso 4. La recta del vector ajeno. Se prolonga ug en
ambos sentidos: es la recta ro. El vector t; tiene que ser
perpendicular a ella.

Paso 5. La direccion de t1. Se traza la perpendicular a
ro por O. Con el compés centrado en O se marca un arco
que corta a r9 en dos puntos simétricos; desde cada uno
de ellos, con una abertura algo mayor, se trazan dos arcos
que se cortan a ambos lados de 5. La recta que une esos
cortes es nj.

Paso 6. La altura hy. Desde el extremo de u; se baja la
perpendicular a ni; su pie es Ay, y OA; = hy. Aqui A
cae dentro de la circunferencia unidad, porque hy < 1.

Paso 7. Subir hasta la circunferencia. Por Ay se traza
la perpendicular a n;. Corta a la circunferencia unidad en
un punto 7.
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Paso 8. La tangente. Se une O con T; —es un radio—
y por T} se traza la perpendicular a ese radio: la tangente
a la circunferencia en T7.

Paso 9. El vector t;. La tangente corta a ny en un punto
Dy, y t; = OD;. Los tridngulos rectangulos OA1T; y
OT1D; comparten el angulo en O y son semejantes:

OA, OTy OTy? 1
= OD = = — 13
oT, — 0D, T 04 by (13)
pues OT7; = 1 por ser radio. Dy es el inverso de A;

respecto de la circunferencia unidad, y queda del lado de
u;: direccién, moédulo y sentido son los requeridos.

VI-C. El vector to (pasos 10-14)

Paso 10. Se prolonga ahora uy: es la recta ry.

Paso 11. La direccion de ty. Perpendicular a r1 por O,
como en el paso 5: la recta no.

Paso 12. La altura hy. Desde el extremo de uy se baja
la perpendicular a ns; su pie es Ay, con OAy = hs. Esta
vez A, cae fuera de la circunferencia, porque ho > 1,y
el procedimiento del paso 7 no sirve: la perpendicular por
As no corta a la circunferencia.

Paso 13. La circunferencia de didmetro OAy. Se halla
el punto medio My de OAs con su mediatriz y se dibuja
la circunferencia de centro Ms que pasa por O y por As.
Corta a la circunferencia unidad en T5. Por el teorema de
Tales, el dangulo OTsAs es recto: AxTh es tangente a la
circunferencia unidad.

Paso 1. El vector t5. Desde Ty se baja la perpendicular
a ng; su pie es Dy, v to = ODs. Ahora la semejanza es
entre OT2A2 y ODQTQZ

OD; = 0T = 0Dy = i

OT, OA; ha
Los pasos 7-9 y 13-14 son las dos caras de una misma ope-
racién: la inversion respecto de la circunferencia unidad,
desde dentro y desde fuera.

(14)

VI-D. El resultado (paso 15)

Quedan la base dada {uj,us} en trazo continuo y la
base nueva {t1,t2} en trazo discontinuo (Fig. 11).

VII.

Medidos sobre la figura, los vectores de la base nueva

o 0,4 0,8
we (i) ee (o)

Se anotan en columna y se traspone:

0,4 -0,8 1 T 0,4 1.2
= <1,2 0,1 > = U =T= (—0,8 0,1> '

(16)
Las columnas de U~! son la base de llegada, v; =
(0,4; —0,8) v vo = (1,2; 0,1). La Fig. 12 resume el paso.
No se anade ni se cambia ningtin nimero: los cuatro que
dio el compés son los cuatro de U, colocados en su sitio.
Por eso las bases T y U~! tienen aspecto tan distinto —
ni siquiera forman el mismo angulo: 101,31° la primera
y 68,20° la segunda— vy, sin embargo, salen de la misma
construccién.

ANOTAR Y TRASPONER

(15)

VIII.

Los dngulos. La base dada forma 78,69° y la nueva,
101,31°: son suplementarios. Y el 4ngulo entre cada vector
y su companero vale en ambos casos 11,31° = 90° —78,69°.
Como t; forma 90° con us, y us forma 78,69° con uj, a
t1 le separan de u; los 90° menos los 78,69°; lo mismo
vale para el segundo par, y de ahi sale también la suma
de 180°. En R2, si una base forma un angulo 4, la nueva
forma 180° — 6 y cada vector se separa de su companero
|90° — 9].

Las longitudes. Por (10), cada vector nuevo mide el
inverso de una altura del paralelogramo de la base. Si
la base se aplasta, sus alturas se hacen pequenas y la
base nueva se alarga sin limite: una base casi degenerada
tiene una inversa enorme. En el limite, con los vectores
alineados, las alturas se anulan, la inversién de los pasos
7 y 13 no puede hacerse y la matriz no tiene inversa. El
dibujo explica asi, sin determinantes, por qué una matriz
singular no se puede invertir.

Gibbs. La base nueva {t;,ta} —perpendicular cada
vector al ajeno, con médulo inverso de la altura— es
precisamente el sistema reciproco de Gibbs [1], [2]. El
razonamiento inductivo de las Secciones III-V llega a él
sin conocerlo.

LO QUE DICE EL DIBUJO

IX. LA COMPROBACION

S6lo ahora se hacen las cuentas. El producto de (16) por
la matriz de partida es
1,2
0,4

04 1,2\/0,1
0,8 0,1)\038
—0,48+0748> _

(0,044 0,96
~ \-0,08 40,08 0,96+ 0,04

(17)

como debia ser. Se confirman también las longitudes: hy =
1/|LI2| ~ 0,791 y |t1| ~ 1,265 = l/h,l, hg = 1/|U1| ~ 1,240
y |t2| = 0,806 = 1/hs.

X. CONCLUSIONES

1. Dibujar juntas una base, la de su inversa y la de la
traspuesta de su inversa revela una regularidad: los
vectores de la traspuesta son perpendiculares, cada
uno, al vector ajeno de la base dada.

2. De ahi sale un método para invertir una matriz 2 x 2
con regla y compds, a partir del segmento unidad:
plantar una base nueva con esas perpendicularida-
des, darle por médulos los inversos de las alturas
del paralelogramo —por inversién respecto de la
circunferencia unidad—, anotarla y trasponerla.

3. El método se justifica leyendo U~'U = I fila por
columna: la primera fila de U~! retine las primeras
coordenadas de los vectores buscados y la segunda,
las segundas; esas dos filas son los vectores de la base
nueva, y por eso hay que trasponer.

4. El dibujo explica propiedades que las cuentas ocul-
tan: dngulos suplementarios, separaciéon |90° — 6
entre cada vector y su compafiero, e inversas enormes
para bases casi degeneradas.
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1,5

0,5

05

15

0,5

1,5

0,5

-0,5

Fig. 8. Pasos 1 a 6 de la construccién. En naranja, el elemento trazado en cada paso; en gris discontinuo, los auxiliares de pasos anteriores;

1. Ejes y circunferencia unidad

\
P

1,5 -1

0,5

0 05 1

3. Segundo vector uy = (71’2>

04

uy
78,69 °

-
B

0,5 1

(=]

Bl

—-1,5

-1

-0,5

en verde, los arcos del compés.

0

0,5 1

15

05

05

0,5

1,5

0,5

0,5

2. Primer vector u; = (0’1)

0,8
: / \
—15 —1 —0,5 0 0,5 1

4. Recta r9 que contiene a uy

BE

Uy

1

-

15 -1

05

0 0,5

—

6. Proyeccion A;: OA; =h; <1

T I
] uq
®
] pu A
i L 5]
] 3
] — |
—1,5 —1 —0,5 0 0,5 1
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15

0,5

15

05

0,5

05

Fig. 9. Pasos 7 a 12. Los pasos 7-9 obtienen t; por inversién desde dentro de la circunferencia unidad; los pasos 10-12 preparan ta.

7. Perpendicular a ny por A;: T}

] T l

1 T

] A

J U9

1,5 -1 0,5 0 0,5 1
9. Tangente Nnq: vector t;

| T .

4 =

| LV D)

1,5 -1 —0,5 0 0,5 1
11. Perpendicular ny a r; por O

| U9

1Ln

—15 -1 —0,5 0 0,5 1

15

0,5

—0,5

15

05

0,5

—0,5

8. Radio OT; y tangente en T}

uy

—-15 -1 —0,5

0

0,5 1

10. Recta r1 que contiene a u;

uy

['1

15 —1 —0,5

0

0,5 1

12. Proyeccion As: OAs =hy > 1

0,5 1




MATEMATICAS PARA INGENIEROS

13. Circunferencia de didmetro OAy: T) 14. Perpendicular a ny por T5: to
1,5
1 -
] T,
0,5 : U9 E
1 ' 1’1-) ®
0 1 2| i)
—0,5 1
1
-15 —1 —0,5 0 0,5 1 —1,5 —1 —0,5 0 0,5 1
15. Resultado
15
1 -
] — u; (dato, continuo)
sl w = u, (dato, continuo)
] = = t; (construido, discontinuo)
)] t!——_ = = t5 (construido, discontinuo)
] 2
1 —— elemento trazado en el paso
] construccién de pasos anteriores
—0,5 1 /.
1 —— arcos de compés
1 4
—15 —1 0,5 0 0,5 1

Fig. 10. Pasos 13 a 15. El punto As esté fuera de la circunferencia unidad, y la inversién se hace con la circunferencia de didmetro OAs.

5. La base nueva es el sistema reciproco de Gibbs.
Llegar a él por un camino propio, sin conocerlo, es
una experiencia que la historia de las matematicas
conoce bien.
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Base dada U y base nueva T’

1,5 1

0.5 101,31° ,,_..-__/

05 = base dada: columnas de U (continuo)
= == base nueva: columnas de T (discontinuo)
—— angulo entre u; y uy
=== angulo entre t; y ts
===+ angulo entre u; y t;

----- angulo entre uy y to
|
—1,5 —1 —0,5 0 0,5 1

Fig. 11. La base dada {ui,u2} (trazo continuo) y la base nueva {t1,t2} (trazo discontinuo), con los dngulos que forman. Las marcas de
angulo recto sefialan que cada vector nuevo es perpendicular al vector ajeno de la base dada.
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(a) Lo que da la construccién (b) De Ta U™! (c) Base dada y base de llegada
f fr- (0,4) ;
] 1= ]
1,2 _ ]
11 ’ 1 __ *T ]
] ) I T U - U 1 ] u;
05 ] /I 0,4 ::__6, trasponer 0,4 :: 1,2 05 uy Vo = 1,2
(N / i - I ] BN
01— "058—. 1,2;0,1 (tumbar) 07g| 0,1 o] SRS
1727 ( Osi ) t ViV ] \\
i —0,5 1 )
70,5: q_ ( 0,4 )
] las columnas de T pasan a ser filas; 1] ! —0,8
*1_1_05005115 las columnas de U~! son la base de llegada, _1_07500751175

Fig. 12. Anotar y trasponer. (a) La construccién entrega la base nueva t1, t2 (en tono claro, la base dada). (b) Sus vectores son las columnas
de T}; al trasponer, pasan a ser filas y dan U™, cuyas columnas son vi y va. (c) La base de llegada vy, va (discontinuo) junto a la base
dada up, uz (continuo).



MATEMATICAS PARA INGENIEROS
0,1)

90°

N

€ = (1, 0)

Fig. 13. La base canénica de R?: los vectores e; = (1,0) y e2 = (0,1),
que forman un dngulo de 90°, y el cuadrado unidad que determinan.

NOTAS DE TRABAJO

Este apéndice recoge, sin reelaborar, las notas de trabajo
que precedieron a la versién definitiva: la bisqueda de
ejemplos adecuados, el criterio de disefio de bases con
vectores de tamano parecido y una primera exposicion del
método. Una advertencia para su lectura: las letras U, V'
y W designan aqui tres bases de trabajo distintas de la
matriz U del texto principal.

APENDICE A
PRELIMINARES

A-A. La base candnica

Todo el desarrollo tiene lugar en el plano R2. La refe-
rencia es la base canonica, formada por los vectores

e = (1,0), €y = (071), (18)
que son unitarios, perpendiculares entre si y estan alinea-
dos con los ejes de coordenadas (Fig. 13). Dispuestos como

columnas forman la matriz identidad,

I=[e eQ}—@ 2)

que es su propia inversa. El paralelogramo que determinan
es el cuadrado unidad, de area 1.

(19)

A-B. El objetivo

El problema que se aborda puede enunciarse de forma
muy compacta. Dada una base de R?, dispuesta como las
columnas de una matriz M, se trata de llegar a la base
que forman las columnas de su inversa M —!:

M = M~ (20)
La doble flecha no representa aqui ningtn cédlculo. Indica
unicamente el punto de partida y el de llegada; el camino
entre ambos es precisamente lo que se pretende recorrer
por medios geométricos.

12

90° B 90°
~
\ .
)

Z(e;,e';)=0°

v

v

Fig. 14. El caso més simple. A la izquierda, la base candnica de
partida I; a la derecha, el destino, la base canénica inversa I~1, que
coincide con ella. En ambas los vectores forman 90°, y cada vector
forma 0° con su inverso.

A-C. FEl caso mds simple

El primer caso que conviene examinar es el de la propia
base canénica. Partiendo de M = I, el destino es

I = I't=1, (21)

es decir, la base candnica inversa coincide con la base
canonica (Fig. 14). El resultado es trivial, pero no ind-
til: cualquier procedimiento geométrico que se proponga
debe, como minimo, dejar la base candnica exactamente
donde estaba. Es la primera comprobacién que tendra que
superar el método.

A-D. Un primer intento: vectores primos

La primera elecciéon de bases de trabajo partié de seis
parejas de cifras con cierta intenciéon —(2,3) y (5,7), los
primeros primos; (3,1) y (4,1), las cifras de m; (2,7) y
(1,8), las de e—, cambiando el signo de la componente
horizontal del segundo vector para abrir cada base. Los
determinantes resultantes, 29, 7 y 23, son curiosamente
primos, pero el ejemplo tiene un inconveniente serio para
lo que aqui se persigue: la inversa de una matriz de
determinante det M tiene vectores del orden de 1/det M
veces los originales. Con determinantes entre 7 y 29, las
bases inversas resultaban entre siete y treinta veces mas
pequenas que las de partida, y la comparacién visual entre
ambas quedaba reducida a un punto junto al origen.

A-E. Chriterio de diserio

Para que la comparacion sea ilustrativa, la base y su
inversa deben tener vectores de tamafio parecido. Ello
exige, en primer lugar, que el determinante valga 1: la
base conserva entonces las dreas y su inversa también.
Conviene observar que esta condicién es incompatible con
componentes enteras en la disposicién elegida. Si el primer
vector (a,c) estd en el primer cuadrante y el segundo (b,d)
en el segundo, con a,c,d > 0y b < 0, entonces

det M = ad — be = ad + |b| ¢, (22)

suma de dos productos positivos, que con enteros vale
como minimo 2. Las bases de trabajo tendran, por tanto,
componentes decimales.
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TABLA 1
BASES DE TRABAJO Y SUS INVERSAS

vectores de la inversa
1 11
(-1 (5:%)
(076; _078)7 (078§ 0»6)
(075§ _175)7 (Oa‘:’; 075)

base vectores

v (51 (53)
\%4 (0,6; 0,8), (—0,8; 0,6)
w (0,5; 1,5), (—0,5; 0,5)

Con det M =1 la inversa se escribe sin divisiones:

M:(“ b>:>M—1=<d _b>.
c d —c a

Si ademads se toma a = d, los vectores de la inversa miden
exactamente lo mismo que los de la base. En efecto, las co-
lumnas de M ! son (d,—¢c) = (a,—c) y (—b,a) = (—b,d): la
primera es el simétrico de (a,c) respecto del eje horizontal y
la segunda, el simétrico de (b,d) respecto del eje vertical. El
criterio de disefio queda asi fijado: determinante unidad y
diagonal constante, a = d, lo que se traduce en la condicién

(24)

(23)

a’+|blc=1.

A-F. Las bases de trabajo

Dentro de ese criterio se han escogido tres bases cuyas
componentes hacen algin guino a cifras conocidas:

U: u; = (i71)7 u2:(_i7i)7
V. wvi1=1(0,6;0,8), vy = (—0,8; 0,6),
W: w;=(05;15), wy=(-0,5;0,5).

(25)

La base durea U. Con ¢ = (1++/5)/2 el niimero de oro,
setomaa=d=1/p~ 0,618y c=1, |b| =1/p. La con-
dicién (24) se cumple gracias a la identidad caracteristica
de ¢, 1/9?+1/¢ = 1, que no es sino otra forma de escribir
©? = ¢+ 1. Toda la base, y también su inversa, se escribe
con sélo dos nimeros: 1y 1/p.

La base pitagorica V. Sus componentes proceden del
tridngulo rectangulo de lados 3, 4 y 5: 0,624-0,8%2 = 1. Es un
caso particular del criterio en el que ademés |b| = ¢, lo que
hace la base ortonormal: V' es una rotaciéon de 53,13°, y su
inversa, la rotacién del mismo dngulo en sentido contrario.

La base sencilla W. Sin mas guino que la sencillez: con
mitades, 0,52 +0,5-1,5 = 0,25+ 0,75 = 1.

)

Las tres matrices y sus inversas son
i _1 1
_ | @ -1 _ ©
7]
(06 —0,8 -1 _ (06 08 (26)
V= (0,8 0,6 ) V7= (0,8 0,6) ’
(0,5 —=0,5 -1 _ (05 05
W= (1,5 0,5 ) , W= (1,5 0,5) ’
todas de determinante 1, y se resumen en la Tabla I.
El c6digo de color se mantiene en todas las figuras:
el primer vector de cada base en azul y el segundo en
rojo, igual que e; y ez en la Fig. 13. La elecciéon no es

arbitraria. En las gafas anaglifo convencionales el filtro
rojo corresponde al ojo izquierdo y el cian al derecho [5];

€ [—=6 =

13

) TABLA 11
ANGULOS EN LAS BASES DE TRABAJO
base  Z(xi1,x2) Z(x]x5)  Z(x1x]) ZL(x2,x})
I 90° 90° 0° 0°
U 76,72° 103,28° 116,57° 90,00°
14 90,00° 90,00° 106,26° 106,26°
w 63,43° 116,57° 143,13° 90,00°

del mismo modo, el vector rojo es el que queda a la
izquierda, en el segundo cuadrante, y el azul el que queda
a la derecha, en el primero.

A-G. Representacion a escala comin

Cada base se dibuja junto a su inversa en una pagina
completa (Figs. 15-17), y las tres pédginas comparten
exactamente la misma escala, fijada por la base que mas
espacio ocupa, W; con ella, una unidad mide unos 46 mm
en la pagina impresa. Gracias al criterio de disenio, base
e inversa tienen ahora vectores del mismo tamafio y se
comparan de un vistazo. Se aprecia también la simetria
anunciada: el primer vector de la inversa es el reflejo del
primero de la base en el eje horizontal, y el segundo, el
reflejo del segundo en el eje vertical.

En cada figura se indican ademas cuatro angulos, con un
codigo de color propio: el que forman los dos vectores de
la base (morado, trazo continuo), el que forman los dos de
la inversa (verde, discontinuo), y el que forma cada vector
con su inverso (azul y rojo punteados, respectivamente).
La Tabla II los recoge.

Dos regularidades saltan a la vista. Con el criterio de
disefio adoptado, el dngulo de la base y el de la inversa
son siempre suplementarios, pues la inversa se obtiene
reflejando cada vector en un eje distinto. Y el dngulo entre
cada vector y su inverso es el doble del que el vector forma
con el eje respecto del cual se refleja. Conviene advertir, en
cambio, que los 90° exactos entre xo y x5 en las bases U
y W no son una propiedad general, sino consecuencia de
la elecciéon de sus componentes: en ambas se ha tomado
|b] = a, de modo que el segundo vector cae sobre la
bisectriz del segundo cuadrante, a 135°, y su reflejo en
el eje vertical, a 45°. En la base V', donde no ocurre, el
angulo es de 106,26°. Existe, sin embargo, un angulo recto
que si es universal, y es el punto de partida del método de
la seccién siguiente.

APENDICE B
EL METODO GEOMETRICO

B-A. La base reciproca

Sea M = [x; x2] una base cualquiera de R?, con
det M # 0. Se llama base reciproca de {x1,x2} al par de
vectores {x},x5} definido por las cuatro condiciones

1, i=j

xTx: =8 =4 ’
R (A 2
Su relaciéon con la inversa es inmediata. La igualdad
M~'M = I dice, término a término, que la fila i de M !

(27)
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251 U (rosa, trazo continuo) y U~ (azul, discontinuo)

1,5

angulo entre u; y uy (base)

—1,57 ‘ / Ik
| === 4ngulo entre u’; y u’y (inversa)
----- 4ngulo entre u; y su inverso u’y
----- 4ngulo entre uy y su inverso u'y
[
I O s L Y L B R B B R |
—-1,5 -1 —0,5 0 0,5 1 1,5

Fig. 15. La base U (rosa, trazo continuo) y su inversa U1 (azul, trazo discontinuo), a la escala comtin de las Figs. 15-17.



MATEMATICAS PARA INGENIEROS
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2571V (rosa, trazo continuo) y V! (azul, discontinuo)

1,5

—— 4angulo entre vy y vy (base)

Rl | angulo entre v'{ y v/5 (inversa)
-++=+ 4ngulo entre v; y su inverso v’y
----- dngulo entre vy y su inverso v’
-2+t 7
—1,5 —1 —0,5 0 0,5 1 1,5 2

Fig. 16. La base V (rosa, trazo continuo) y su inversa V! (azul, trazo discontinuo), a la escala comiin de las Figs. 15-17.
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275 T . J— . .
| W (rosa, trazo continuo) y W~! (azul, discontinuo)
2 -
Wi — (0757 175>
1,5
1 -
90,00 °
“‘----l----, L ;.’_ .
Wa = (0,5 0,5) fe T wire (05 0,5)
05 o [63,43°] .,
) ’ “
/ “
(/
7\ .
7 :
0 ] 143,13°
\ 116,57 ° :
\ .7 :
\ :
\ ..
—0,5 \
\
\
\
\o
—1 - \
\
\
\
_154 — dngulo entre w; y wy (base) *
——= 4ngulo entre w'; y W', (inversa) W’1 — ((),5; i 175)
-++=+ 4ngulo entre w; y su inverso w';
----- 4ngulo entre wy y su inverso w'y
—9 - I
—1,5 —1 —0,5 0 0,5 1 1,5

Fig. 17. La base W (rosa, trazo continuo) y su inversa W~ (azul, trazo discontinuo), a la escala comiin de las Figs. 15-17.
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multiplicada por la columna j de M vale d;;; es decir,
las filas de M~ son exactamente los vectores de la base

reciproca:
X
X
- 1
M= ( )
X
2

Del mismo modo, MM~! = I dice que las columnas de
M~ son la base reciproca de las filas de M. Construir
geométricamente la inversa se reduce, pues, a construir
una base reciproca: aplicada a los vectores de la base se
obtienen las filas de la inversa, y aplicada a las filas de M,
sus columnas.

(28)

B-B. Direccion, longitud y sentido

Las condiciones (27) se traducen directamente en geo-
metria.

Direccion. La condicién x7'x2 = 0 dice que xj es
perpendicular a x. Analogamente, x5 es perpendicular a
x1. Cada vector reciproco es perpendicular al otro vector
de la base. Este es el 4ngulo recto universal anunciado en
la seccién anterior.

Longitud. Sea n;y el vector unitario perpendicular a X,
de modo que x} = An;. El producto x] n; es la distancia
h1 desde el extremo de x; hasta la recta que contiene a
X2, es decir, la altura del paralelogramo de la base sobre el
lado x5. La condiciéon x*{Txl = 1 exige entonces \h; = 1,

y

*T
1

P .- T
L T P 7 R L
donde se ha usado que el drea del paralelogramo es
|detM| = h1|X2| = h2|X1|.

Sentido. De los dos sentidos posibles sobre la perpen-
dicular, xj toma el que queda del mismo lado que x;
respecto de la recta de x5, para que su producto escalar
con x; sea +1 y no —1.

La ecuacién (29) encierra una interpretacién que da
sentido a todo lo observado en la Seccién II: cuanto mds
aplastado es el paralelogramo de la base, mds largos son los
vectores de su inversa, porque sus alturas son pequenas y
sus inversos, grandes. Es exactamente lo que ocurria con la
base (2,3), (5,7) del primer intento, casi degenerada, cuya
inversa tenia componentes de hasta 7 unidades.

= M (29)

B-C. Construccion con regla y compds

Todo lo anterior se ejecuta sin una sola operacién nu-
mérica (Fig. 18):

1. Se traza por el origen la perpendicular a xs: es la
recta sobre la que estara xj.

2. Desde el extremo de x; se baja la perpendicular a la
recta de Xs; su longitud es la altura h;.

3. Se construye el segmento de longitud 1/h; por se-
mejanza de tridngulos (teorema de Tales): sobre dos
semirrectas con origen comun O se toman OA = h;
y OC =1 en la primera y OP =1 en la segunda; la
paralela a AP por C corta a la segunda semirrecta
en D, con OD = 1/h;.

17

TABLA IIT
BASES RECIPROCAS (FILAS DE LA INVERSA)

base X7 x5
11 1
U (%) (-1.3)
|4 (036; 078) (_078§ 076)
w (075; 075) (7175; 0»5)
G (0,375;0,25) (—0,25; 0,5)

4. Con el compés se lleva OD sobre la perpendicular
del paso 1, en el sentido del lado de x;. El resultado
es XJ.

5. Se repiten los pasos 1-4 intercambiando los papeles
de x; y xo para obtener x3.

Sélo intervienen perpendiculares, paralelas y el traslado
de longitudes con el compéas, méds un segmento unidad
de referencia. El procedimiento es vélido para cualquier
base de R?, sin ninguna de las condiciones de disefio de la
Seccion II.

B-D. Un ejemplo genérico

Para mostrar que el método no depende del diseno
particular de U, V' y W, se aplica a la base
X1 = (2a1)v X2 = (_1; 175)a det M =4, (30)
que no tiene determinante unidad ni diagonal constante.
Las alturas del paralelogramo son hy = 4/|x2| ~ 2,219 y
he = 4/|x1| = 1,789, y la construccién da
x7 = (0,375; 0,25), x5 = (—0,25; 0,5), (31)
de longitudes 1/h; =~ 0,451 y 1/hs =~ 0,559. Basta
comprobar que son las filas de

1/15 1 0,375 0,25
-1 _ - ) _ 9 )
M= (—1 2) <—0,25 0,5) - (32

B-E.  Aplicacion a las bases de trabajo

Aplicada a los vectores de U, V' y W la construccién
da las filas de sus inversas; aplicada a sus filas, las colum-
nas que se representan en las Figs. 15-17. La Tabla III
recoge las bases reciprocas. Como las tres bases tienen
determinante unidad, las longitudes (29) se reducen a
|xi| = |x2| v |x5| = |x1]|: cada vector reciproco mide lo
mismo que el otro vector de la base y es perpendicular a
él. Dicho de otro modo, con determinante unidad la base
reciproca se obtiene girando 90° los vectores de la base y
permutandolos.
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(a) Base y alturas del paralelogramo (b) Direcciones: perpendiculares por O
1%
25 25 \
\‘
2 4 2 4 \
\ P
X9 \ 7’
1,5 1,5 .
, . b
R \ e
1 . \\ P s
7 7 \* > 4
ho X1 \\
0,5 0,5 \\ el
N\ 7~
7
0 \M 0
hY />/ P N\
—0,5 —0,5 Prid \
- \
e 1 x
—1 - 14 - \ 2
T T T T T T
-1 0 1 2 -1 0 1 2
(d) Base reciproca {x’{, x§}
3 \
N
\.
i \
25 \ Ixi|=1/hy =0,45
\ |x5| =1/hy =0,56
2 N
3
X \'\
2
1,5
L &Y
\
\\
1 - \ N
N\
\ X2
\\
0,5 \
0 -
e \
7 \
e AN
—0,5 -7 \
/,/ \
7 \
-7 \
-14 -~ \
T T T
-1 0 1 2

Fig. 18. Construccién geométrica de la base reciproca de una base genérica {x1,x2} con x1 = (2,1) y x2 = (—1; 1,5). (a) Base y alturas hi,
ho del paralelogramo. (b) Cada vector reciproco estd sobre la perpendicular por el origen al otro vector de la base. (c¢) La longitud 1/h;1 se
obtiene por semejanza de tridngulos a partir del segmento unidad. (d) La base reciproca resultante, cuyos vectores son las filas de la matriz
inversa.
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